On the Equation of Heat Flux passing across　the Plates having two covered sides by 奥田, 薫 & OKUDA, Kaoru
iG 
両面被覆された板を通って流れる熱束を求める
式について
奥 田
?
On the Equation of Heat Flux passing across 
the Plates having two covered sides. 
Kaoru， OKUDA. 
The approximate equatiollS are fOUlld by the use of the fUllCtiOll of complex variables， 
for the heat fIux or the quantity of heat passillg through the plate having two covered sides 
per unit area in unit tlme. 
The equation is the function of variables such as the thermal resistance， R， heat capa-
citance， C， the thermal conductivity， K; alld show the amount of heat quantity necessary 
to sustaIn the fIovving heat sgstem Il a cOllstant temperature balancing the escapillg heat 
quantity per ullit volume in unit time. 
?
え カ3
?
校京関数を用いて，両市被覆した板を通って流れる熱束の近似式を求めた O
この式は，熱抵抗R，*~\*~量::C，熱伝導率;k を有する関数であらわし，一定温度のもとで単位時
間に単位存積を通って流れる組組織を平衡するために必要な熱量を示している O
じ1J 基礎方程式
中央部が仮で両面がプラスチック板(おおい板)
でその厚さは 14.， 13， 12とし 11のところで温度Oに
なるし境界面の温度を (}4.'(}3' (}2' (}1 (}O=OとしCを
熱容量， Rを熱抵抗とする。
熱の遅延部においては。=KlSil h A1X十K2cos h A1X …( 1 ) 
X=oにおいて(}=()。の値をとるとすると。=K1sin h A1X+OO cos h A1X 
また x=/1のとき (}=(}1とすると。1二 Klsin h Xl/1 +(}O cos h ).1/1 
A1 = (j1-(}0 cos h A1[1) /sin h A1/1 
;tA 
A B 
故に 一 ({}t-00 cosh A1/1) sinh A1 X 一一一一一函凪~--一一一 + 00 COSh).1 X 
;~!\束は
. (2) 
1 a(}l _ (IJ IJ __~_ L ， 7¥).1 cos h A1X ， A qニ百~百b土1 =(M0μ山じωωOωshAん山1
x=1ム1においては
~， A 
q1二 ()1-(}O COS h ).，1[1)ιcothAt/1十 toosinhM
軒敦 f・2
. (3) 
. (4) 
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I R，¥ 
.ト ta叫んI}(q寸-00sinh，{11J十 00cos h ，{11 
(3) に代入して
. (5) 
f_Rl ll~'~~L'J\.{l 1 _~_1_ ，..， Al 
q=(qIT-OosinhAJ47RI--coshA111∞s h .{1X +li~-OO sin h A1X .・H ・.......… (6) 
X=oにおいては
1 Al / R， ¥ q 一---i}-(q1 -'-;1_ - 00 sin h A山jcos h 1.
1
1r ~\q1 ~-- Uo m nArtr) 
ql 白 CoshA111+t内sinh A11 
. (6) r 
一(7)
プラステックの部lとおいては。K3sin h ).zy十 K4cos h A2y 
y=oにおいては
I R， ¥ o 01二 tanh ，{11い1 ~'"11- - 00 sin h Al11) + 00 cos h A11 
B2 =ω 
ー(8 ) 
. (9) 
プラステックlこ;sける熱束は
q 走(K3 cos h Azy + K4恥刊川s司叫i
y=o ~にζ おいては q=q臥1 であるが
A9 
ql Rz 1"¥.3， 
、』
?
?????、• • • • 
? ? ??
(8)式に K3，K4を代入して
( ，.. I R ¥) o =ql ~'"22 sinhA針 ttanhA11 ¥ q寸 -00sinhA11)+00coshA11 fcosh，hY ......•........ (12) 
Y=んにおいては 0=れであるから (12)式は
， . . ( R¥3 
0 凡 1 すsin h 砧 + i tan h A11( ql寸-80 sin h ，{11) 十Oocos h ムμ川fι14}ド怜∞cosh，{2ん1ι2 
二 q白1与ぞ子ト~si司i凶n出耐叫hÀ 2ん以21川l
十 00cos h .{ん1ι1• cos h A21z 
二 ql(空白hAzlz十ぞ tanhんい叫んlz)十九 (cos h A1μ川Jι l 
一 sinhAん11ん1• tanh Aん111心)cosh A2 1ん….日. …リ. 日…-.…日. ….口.…日.(13) 
q白1=[0ι2 一-00仇山〆山(仕h同C∞ωO回shJ.川川川J.ん以仙L吐ι1山l九1-sパ一→寸討in凶hA川川んMル1
+ fモ:.Lta叫n山hA川川』んυル1
板lに乙おいては。K5COS h A3Z 十 K6cos h).3 Z ………...・H ・. (15) 
Z=oにおいては 1J=02であるo
q血吋1べ(子号~s司in巾hÀμ2lz汁十そ干ta叫n出hÀ 1川川À 1山lん1 • C∞O油ω叫I叫十哨吋h叫昨(c叫 1山lι1一→si凶n巾州h
従つて熱束は
q =走伽osh A3Z十 K6S山点) 、 、????????• • • • • • • • 
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叫においては門2であるから(町より K5=宅手を得るO
K5，K6を (15)![代入して
o 竺子ω A3Z+ {qr (う~ si n A2l2十3f叫 A1l1・ω A2l2)
+ fJo (c叫仏-sin h )，1l1・叫A111)cos h )，212} c叫んz 日7)'
z=んにおいては 0=03
. 0レs戸=巧?子主 s司ln山I
+叫00(cosh )，1l1一s山i泊U山n凶ωhA1lハ1• 
十イ[{仰[0ι2一叫00“山(仕同C∞ωO伺sh川Aん以J.11山lλいl-si一→寸計 nhル ta叫ん凶l
¥けi(R2 _~_ L 1 1 I Rl 
+す t叫川・∞shJ..刈r¥ ~~: sin h A212 +寸 t叫ん11・COShA212 
+ 0仇o(C∞os h仙一 sinhんυ仏ルlムい1.ぺtan山hんJι1
. q2 = r 03 - r 。ベピc山III-sizhA111 ・ tanhJ.. !~12coshJ.21L (平山hJ.212
』 ¥ 
¥ 
1.;: sin hA212十守山11.∞s叫 ¥ 1¥2 
+ぞ叫んいoshA212) +九(c叫 Ar11-sin hA11・叫ん11)c叫んらJ. 
().3/R3 sinh ).313) ……………… (19) 
プラスデック部分においては。K7sin h A4 u十九coshん ん=1/PC4R4 
であるから u=oのときの温度。=04を求めるととが出来るo
_q2Ra .:.. 1-.) 11 i z一一工土山hA3l3十 L{(}2 -(}O(COS h).111-sin hA11・tanhA1r) COS hA212} 
+0ι似0バ(c∞oshA川川』んM仏1ムlι1一si出nhι仏ルlιい1.ぺt叫んM仏lι1仰 sh叫 c山 a13=K8 ο 
しかるiにζ，ブプ。ラステツク;にこあお胃ける熱束は
?、 、 』
?
??『??、??• • ?• ?• • • • • • • ?• • ?
q=走伽叫んu+ K8s山 4u) 
u=oのとき q=qaであるから
q3 A4/K4' ，' K7 q3 R4/ J.4 ・H ・H ・..……… (21)
(20)， (21)を (19)I に代入して
(}=男子s泊 hA4u十[巧子sinhA313+ C {日日(c山 1/1-S凶 Aん1ιレい1・ぺt叫んμ仏山lム1)ト・ c仙んμ砧凶fんω2} ) 
十0日(c∞08吋ωhA吋r1}一sinhル叫Aん}I仰 S川 z心)c∞osh A凶川ん以31寸l
u=1ん4のとき o=(}ι4となるから
0←4戸=_q3旦s子Ps山 4十+[雫L叫)，，3んいM川+C叫 {ιい日一イ-()o山0“山(い加川c∞O
• c∞08 hA21川川ん以仙凶山lんω2}十仇山(μ(co∞08川一s山 1ι1
• 
t叫 Aんμ1心仰cosh似 coshA3/3]・叫ん14
. (2) 
しかるに も 1 803 2=13のとき q=q3となるかり q=R;8Z 
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(18) より
( f R~ . . .• R¥ 
q3一一 iq2R3COS h 1I313+ i q1( .1.~2_sin h 1I212+ .1.~Ltan h 1I1・cosh)，212)-R-;-l YJ.'-l，;v;:， 1 1\ 3~ 'l 4¥~-"'111 ¥ t '-y;-~al1 1 ¥ t • ¥，.V;:， 1 1\ 2~  
十刊叫州0内削0μ(cosh )，んμ11一s司i山
また 188s _ ___L'... 1I2JL___L，，(_ R1 lJ_:_Lll¥'lJ ___Lll1 -3=MSM+tita山 J(q--osi山 11)+OOCOS h A州叫んyR -ay --Y1 ¥，.v;:， 1l1¥2.Y '-l{; l"ClU U 1¥1qベ 1-]-1 VO"U.ll1 "1~ J ，-VO\"'V" .LI "1~1} 
y=/2のとき q=q2となり
んJ"-_ L 1 1 (_ R1 tJ _:_ L 1 1 ¥ ， tI ___ L 1 1 iq2=q1COS h A212+ R2
2 
ttan h )，1/1¥Ql .1;了-Oosinh A刈十00cos h A111J・sinh A212 
故に qベqocosh )，11 + ~11 00 sin h )，11)ωh A212+念{tanh )，1/1( q与-00sin h At!1 
十00':J叫川sinh A212 
このむを (23)に代入して
q3= 士[品(いq白ocos h A1川山fι1十t 0ι仰削0凶同S司inh川Aんμ川1山lι川1)coshA212+ ~22 {いt阻anh川』ん以川1山lι1ベ(らq与
一0仇和日刊sinhんμM川Jλの1ふ)十刊叫0九oC叫んM川lιサ1}sin h A2川』ん以1刈l
一
¥ fRー R，
+toosM仏ハ)，工sinh)，212勺 iltanhA111・∞sh)，212+00(COS hA11 
(24) 
-si山 1/1・tanh仏 )cosh J..刈ん sinh A3/3] 
(24) (25)を (22)に代入して
04=よ[(ぃshんいた00sin h )，1/1)叫 A2/2十た{ωA1/1(q1そ-
←。osin h )，1/1) + 00 cos h A1/1} sin h A2/2 J R3 COS h A3/3十 [(qOcoshA1/1
¥ f R~ . ， ，.R ¥/ 
+ R
1
， (}o sin h A1/1) .~， ~~2 sin h A2/2+寸tanhA1/1・cosh A2/2) + {}o { (COS h A1/1 
¥ i . . ，.. 1 R， • ，.. r (1 
-sin h)，1/1・tanhA1/1)・COShA2/2 1・A3sin h)，3/3 J 
__.L
A
"-
，
4 sin hJ.4/4十 1IlqocoshA1/1 
+ 官t70仇仰削0ρ山S司inh A1川川んM仙山lι1)Cω hAん砧2
1 . • .• i R~ . . ，. (( _ _ I 
+00 cos h A1/1J sin h A1/1J 
.L
A 
. 
3
ijsin hん13十 1102 - 00 (sinhA2/2 - sinhA1/1 
• t叫んlいsh A2/2} 
、?? ?? 】，?、
. (26) 
(26)式より qoを求めるには q1を qoの項であらわさねばならなl'0 
1 r( )" ^ • ，.. )，9 ( ロー{}4= 
R3 l仰L比何q白仰0
1 、ì~ (.../R
一
p
一
• t伽anhÀ川』ん1/1~いμsir山21山lん21川R凡恥3叫μ仰c∞附Oωsh)，凶川Aん)，31い3け+1川白w仰C∞osh J.1川川1μ川山l九1(コす寸?戸sinh J.2かlんい2汁+寸すt叫 AんM仏1山1 
¥ ~， " . ... (ロー R， ¥ / ・cosh)，i2J + -fiLOosin hJ..l/d~sin hJ.212十-7LtanhAt!l • COS h A2/2) +Oot COS hA1/1 J T ~Vo" l.l.1 U"1~1 t-:;l.-2 ".11.1.11".' ~--lCl.LI1l"1.1. ¥"'V".l1 ".J ¥ 
¥i . . . . .1 R. . ， •. r ( 
-sin h )，1./1・ta山 111 )cOS h A2 12 1んsinh J.3/3 11 ゴ~sinh J.4/4+ II qo COS h A1/1 
ん(qo・R1
• cos h ).2/2 +-R¥ 00 sin h )，1/1・mhA212+Ei「 mhhl1・tanh A11 
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i . ... '1 R~. 〆
+{}O COS hA.1/1ドinhA.2/2J .寸sinhlI3/3十l{{}2-{}O(COS hlI1/1-sin hA.1/1・tanhA.1/1) 
cos h ん12} +(}O(COS h A.1/1-sin h ん川1九1• 叫 Aんμ川1ム1)c∞os h んμ刈12Jcos hlI凶lI31ん1んル3
r Iん R
= [qOc叫ん11・cosh A.2い osh 1.3/3十五Jqo寸 cosh 1.1/1 • tan hA1/1・sir凶I
.吋CωJ.31い3汁十五tヤ「γ9山 h 1.1川Aんμ1九レい1.吋cosh 川 C∞os h A.凶川Aんμ31川 0ω んμ川川Jι1(与ぞ~s討in凶h 1.ん以2/ 2
+ぞ叫ん川11レい吋cosh A2ん1山fんサ2)tsiI山 3/3 十〔古tヤJブ{}o和削0ρ川S吋inhんμ川fん1(侍うぞ7ア:1..si司n凶hAんμ2/2
+ 子ぞlta叩nhル C∞ωO白sh J.21ん以2)ド+0仇川0パ山(cosh A1んμ川/1-S
.t sMMjff仙川 +t白wいC∞osh川 .ωωsh 1.2山Aんμ12 • 与ぞ?討sin凶h んμlL ，1 hυ 
~9 R， • ". R~ . ". . f A +qot寸COShlI1/1・tanh，11/1 • sin hlI21寸 sinh1.31ぺi11{}osin hJ.1/1 • COS hA.2/2 
¥ R3 ・ (J(_ __ L ， 1 ， A.1 tI _=_ L ) 1 ¥ +走。oC08 h ).1/1・sinhA2/2)'-;: sinh ，13/3+ l1¥山ωh1I1/1十toosinhA111)
(37sinhん12+ぞ叫ん11・C∞ω0白s山ωhA2川んμ川川1山lん件2)十刊叫0仇o(μC∞osh A.川川AんM仏1山Jι1-sパ一→寸S吋ln山hA川川んM仏1/1ι.叫んμ川山lム1)
叫んμ砧川1ι心2Jω
q恥0=[与(}4-一tぞ仇山s叫i加川n山山山hA』んル1
(ぞ81出nhAん21い2け十号叫Aんμ11ム ω叫んμ川川Jι司2)μ十什哨00削仙山“山(ωh同CωOωS山ωh)¥}川)¥んυルh吐l}1
i J.ム宅 R4 _~__L 1 1 _~__L ，1 R3 (1I1 cos hん12I _';3 • '-~4 sin h A3/3・8inhA4/4- .L~3 (~1 {}osinhA.}/1・coshJ.2/2 j --R3 -;:;-:>111 1 t 
• :>111 1 t 
---;.;-\~ Vo 
¥A， ~ . ，.. { 十 ~22 (}o cos h ).1/1 • sin泊 h A21んM仙みfん2)si 
十?与「叫 A.1い1• C 山 21み向却lι匂旬2りザ/戸C山 31み介いJんレ3γ山.吋C∞ωO回8hlI4川川1ムlんげ4-一イ{}o(C 叫 1/1 一sir泊凶山n叶1汁t
1 
i / (RA 
COS hA2/2・cosh).3/3・COShA.4/4J / l ~"'"44 COS hA1/1・COShA2/2・c叫仙.sin hA.4/4 
R， A? RA A.q R.i +~~で土cos h A1 11・tanh A1 11・sinh 1I2 12 • COS h 1I3 13・sinh A414 + ';:dー土ん R2 A4 
_，-，"， U~.J.. '~  Cll '-~"'.L .L.J. " " "'-'.1..1.. L I. " ". ..'-u.. ":S '" ~ ~ U .I...I..L..L.L '¥4V4 I R3 ん
ω h川山Aん川1 f 
R.， R ¥υ 
~? R
一
Rヨ昂. ω h んルJ
( R? . ， .. R一 ¥'sinhAala・cosh ).4/4十 cosh A1J1吋 sinh A212+寸tanh A1 11・∞sh A2/2) 
cos h Aa/a • cos h A4/4J .................. (27) 
，} rf"lr- n ，.t 今 {}o=Oとして温度分布位置の変換をなしん=(PC1R})!f，ん=(PC2R2) :r， ).3 = (PC3R3) 2，および
ん=(PC4R4) tとすると
主_pr. /-"'f.: ~ _ pt ./R了 R2_ pr./~ R3 _ pr一応ん一品 Vで4' A1 -.1. 'vで了， λ2 一品 V七2'ん ~ v Cs 
R} A2 R4 を./-R~-民 À3 R4 /-Cて「←一一一一一 P~1/ _~!... ~2 ~4 ;'3 一一一 1/ 一等となる oA1 R2 ん v-C~ R2 C4， R3 ん -v -R;-C4 
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を(./-R~--"rH' h J 1 . f'r'>C' h J 1 . f'r'>C' h J 1 . "，;.，h J 1 ~ I-R~C-;-R~ . qO=04P~/ l/寸 coshA1l1・cosh A2 12・ωShA3/3.sinhA4/4吋℃1R-;-百
cos h A1l1・tanh )'1l1・sinhA2l2・cosh A3/3・sinhA4/4十1/_~3_ ・ R土 cosh A1 11 
V R3 C. 
(ν/-{毛菩.~si討州
.ぺCω0白shAん2山fん2'sinhÀん31山fん ω h)"吋」ん4 / 4 十~/ -~-主一R凡1 一R凡与之-cos h A1/1・t叩 h).11・sinhんl2'V R2 C1 C3 
• sin h Aリ31山lん3• cωos山hAんμ414十cosh吋A1μ11バl¥ C2 -------.~ -"，. V C1 --------''-L - - - -"，' ~ J 
、「1 
cos hん12・COShA4/4j ・H ・-……・・ (28) 
Pに対して zと置くと前式は
qo=14「 fendz/JfJFJ・∞sh A1 11・∞sh ;"2/2・ωsh ).313・sinh ).4[4 +・ムzJ --/人V C
4 。
{ I R ~ _'. 1. ， 1 ， I R， .L _ __ L " _ _ _ L 1 ¥ +cos h Al/d ~/ _~2. sin h À2 / 2 十 ~I .!;1. tan h A1/1・cosh A2/2 )cos h A2/2・cosh ).4/4 ¥'V C
2 
-----."， '. "V C
1 
.-"'J
81 
今プラステックの部分がない時は (}1A1 11 R1) (}3 A3 13 R3)の頃のみ残り sinhA212二 0，coshA.i2 
=1， sinhA.4/4=O， coshA4/4=1であるから
t (/-豆一 L' ___1.' 7 ， r-R-:- 1.， L' ，'] 
o=04q LV℃十 Sl叫ん 11・cosh A2 12十V一千cosh A.1 11・siuhん13JL、 ' Cペ J
時間が小のときは， z を大lこすれば良いから m=/1vζR~n=/31/C;R-;ーと置き判る。
484 r _"_1 t 品目¥V.t( /一正 /-R-:-i
qo = -2~tJ e-uQz. z e…-LV-c1-+V ℃;J 
=40胡 4 Cω/--~菩5ξL+イι:5ι;Jμ2π iイ.Jez伊円材t-(…印一「叩l川川摘叫叩+刊例伺川】zt . d也Z • J 
しかして
l-erf [円?午幻口p[…n)z!Jち士-CPJudyこの式を (m十n)で徴分して
キJexp (zt一 (m十n)V~J dz / }=ex 
(29) 
• q什404， (花子刊さ)日}expト{/1V百十13同瓦r4tJ 附
乙の式を用いて温度分布を求めることが出来る。
(2コ 結 1=1 
この場合板中を通って流れる熱量は，収とこれに平行な面の間の温度差が与えられる時，単位而
積に対して流れの方向の材料の単位長さに対する熱抵抗Rと王者宵量Cと版聞の距離 lを千fする双山
線関数で示される式を求めたものであるo
c乏):111.年)J 1":1 ，昭和37if9月28日〉
